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Théorème de Kurosh pour les relations
d'équivalene boréliennes
Aurélien Alvarez
aurelien.alvarezepfl.h
En théorie des groupes, le théorème de Kurosh ([Kur56℄) est un résultat de stru-
ture onernant les sous-groupes d'un produit libre de groupes ; plus préisément, un
sous-groupe H du produit libre G d'une famille de groupes (Gz)z∈Z est isomorphe au
produit libre de son intersetion ave des onjugués des Gz onvenablement indexés
et d'un sous-groupe libre de G. Le théorème prinipal de et artile (th. 42) est un
résultat analogue dans le adre des relations d'équivalene boréliennes à lasses dé-
nombrables, que nous démontrons en développant une théorie de Bass-Serre dans e
adre partiulier. Nous renvoyons à [Alv08℄ pour une théorie de Bass-Serre dans le
adre plus naturel des groupoïdes boréliens.
Étant donné une relation d'équivalene borélienne R à lasses dénombrables sur
un espae borélien standard X, les ateurs prinipaux de e travail sont les R-
arboretums (déf. 13), 'est-à-dire la donnée d'une ation de R sur un hamp d'arbres
borélien sur X. Nous nous intéressons dans un premier temps aux ations quasi-libres,
e qui nous permet d'obtenir une démonstration géométrique qu'une sous-relation
d'une relation d'équivalene borélienne arborable est arborable (or. 15, voir aussi
[JKL02℄ dans le adre borélien et [Gab00℄ en présene d'une mesure).
À toute déomposition de R en produit libre de deux sous-relations R1 et R2,
est anoniquement assoié un R-arboretum bi-oloré et le théorème 25 donne une a-
ratérisation dynamique des produits amalgamés de deux sous-relations suivant une
sous-relation ommune. Via la notion de graphe de relations (déf. 30), nous démon-
trons l'existene d'une désingularisation pour toute ation de R sur un arboretum
(th. 34) et donnons des résultats sur la struture de R (prop. 36, 16 et 40). Enn,
nous utilisons les résultats obtenus pour démontrer un analogue du théorème de Ku-
rosh pour les sous-relations d'une relation d'équivalene borélienne R = ⋆i∈IRi qui
se déompose en produit libre dénombrable de sous-relations Ri.
Théorème 1 (th. 42). Soit R une relation d'équivalene borélienne sur X, produit
libre dénombrable de sous-relations Ri (i ∈ I). Alors
S = ⋆i∈I
(
⋆ki∈K(i)Ski
)
⋆ T ,
où, pour tout ki d'un ensemble dénombrable K(i), il existe un élément φki de [[R]]
déni sur une partie borélienne Aki de X tel que
Ski =
(
φ−1ki Ri φki (Aki )
φki
)
∩ S,
et où T est une sous-relation arborable de S. De plus, pour tout i de I, il existe ki
dans K(i) tels que
Aki = X et Ski = Ri ∩ S.
2En partiulier, nous donnons la déomposition de la restrition deR à toute partie
borélienne Y de X (th. 44) et préisons ainsi les résultats de Ioana-Peterson-Popa
([IPP05℄) obtenus dans le as de fateurs ergodiques.
En ollaboration ave D. Gaboriau, nous introduisons dans [AG℄ la notion de re-
lation d'équivalene mesurée librement indéomposable ainsi que la lasse des groupes
dénombrables mesurablement librement indéomposables. Les démonstrations des ré-
sultats de rigidité que nous obtenons (th. IV.18 et th. V.1) reposent en grande partie
sur les théorèmes 42 et 44 de et artile.
Remeriements : Je tiens à remerier sinèrement Damien Gaboriau pour son en-
ouragement tout au long de e travail ainsi que Frédéri Paulin pour tout le soin
qu'il a aordé à une première version de e texte.
Dans la suite, le ouple (X,BX) désigne toujours un espae borélien standard et
R une relation d'équivalene borélienne à lasses dénombrables sur X.
I Ations quasi-libres et arboralité
Nous ommençons par rappeler la dénition des R-espaes brés standards et
mentionnons quelques propriétés de es derniers qui nous seront utiles par la suite.
Nous introduisons ensuite les R-arboretums (déf. 13) et nous nous intéressons au as
partiulier d'ations quasi-libres (déf. 11). Nous obtenons ainsi une aratérisation
dynamique des relations d'équivalene boréliennes arborables (th. 14).
Rappelons qu'une partie borélienne A de X est un domaine fondamental de R
si elle renontre haque lasse de R en un unique élément et qu'une relation d'équi-
valene borélienne est lisse si elle admet un domaine fondamental. Le saturé R · A
d'une partie borélienne A de X est la partie borélienne de X onstituée des éléments
R-équivalents à un élément de A. Lorsque le saturé de A oïnide ave X, on dit que
A est un domaine omplet de R. Deux relations déquivalene boréliennes R et R′
sur X et X′ respetivement sont stablement orbitalement équivalentes (ou stablement
isomorphes) s'il existe des domaines omplets A de R et A′ de R′ telles que les res-
tritions de R et de R′ à es domaines omplets soient orbitalement équivalentes. Le
pseudo-groupe plein deR, noté [[R]], est l'ensemble de tous les isomorphismes partiels
de X dont le graphe est ontenu dans R. Une appliation borélienne f : A −→ X est
un morphisme intérieur partiel si tout élément de A est R-équivalent à son image par
f . Si φ : A→ B est un élément du pseudo-groupe plein de R et S une sous-relation
de R dénie sur B, on dénit alors sur A une sous-relation de R notée φ−1Sφ :
deux éléments x et y sont φ−1Sφ-équivalents si par dénition φ(x) et φ(y) sont S-
équivalents. Ainsi, S et φ−1Sφ sont des sous-relations isomorphes via φ. On dit que
φ−1Sφ est la sous-relation déduite de S par onjugaison par φ. Deux sous-relations
S et S ′ de R dénies sur les parties boréliennes A et A′ de X sont onjuguées dans
R si elles sont orbitalement équivalentes via un élément φ : A −→ A′ du pseudo-
groupe plein de R, autrement dit si S ′ = φ−1Sφ. Enn, nous dirons que S et S ′ sont
stablement onjuguées dans R s'il existe des domaines omplets A et A′ de S et S ′
respetivement sur lesquels les restritions de S et S ′ sont onjuguées dans R.
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1 Espaes brés standards et ations
Un espae bré standard (F,BF, π) est la donnée d'un espae borélien standard
F sur X et d'une appliation borélienne (appelée projetion) π : F → X surjetive
à pré-images dénombrables. La bre Fx d'un élément x de X est la pré-image de x
par π. Comme sous-ensemble borélien de X×X, la relation R dénit naturellement
deux espaes brés standards sur X via les projetions πl et πr respetivement sur la
première et deuxième oordonnée. Une setion borélienne s de F est une appliation
borélienne de X dans F telle que π ◦ s soit égale à l'identité. Si A est une partie
borélienne de X et si s n'est dénie que sur A, alors nous parlerons de setion partielle.
Un espae bré standard sur X admet toujours une setion borélienne. Cei est une
onséquene du théorème suivant (voir [Kur66℄, [Ke95℄) :
Théorème 2 (Théorème de séletion). Soit F un espae bré standard sur X. Alors
il existe une famille dénombrable de setions partielles de X dont les images forment
une partition (borélienne et dénombrable) de F. De plus, on peut toujours supposer
qu'au moins l'une de es setions partielles est une setion borélienne, 'est-à-dire
dénie sur X tout entier.
Voii trois appliations immédiates de e théorème :
• si F un espae bré standard sur X, alors il existe une numérotation borélienne
des bres de F, 'est-à-dire une appliation borélienne N : F −→ N∗ telle que la
restrition de N à toute bre de F soit injetive. De plus, quitte à renuméroter
les bres de F, on peut toujours supposer que dans haque bre la numérotation
ommene à 1 et ne saute pas d'entiers naturels ;
• si f est une rédution de R à R′, 'est-à-dire une appliation borélienne f :
X −→ X′ telle que deux éléments de X sont R-équivalents si et seulement si
leurs images par f sont R′-équivalents (f. [JKL02℄), alors il existe un domaine
omplet A de R tel que la restrition de f à A soit une équivalene orbitale de
R A à R
′
f(A)
;
• soit R une relation d'équivalene borélienne sur X et A un domaine omplet
de R. Alors il existe un morphisme intérieur de R dénie sur X et dont l'image
est ontenue dans A.
Nous allons maintenant introduire la notion d'ation pour une relation d'équi-
valene borélienne sur un espae bré standard F sur X. Rappelons d'abord que le
produit bré de deux espaes brés standards (F′, π′) et (F′′, π′′) sur X est l'espae
bré standard (F, π) où
F = F′ ⋆ F′′ = {(t′, t′′) ∈ F′ × F′′ ; π′(t′) = π′′(t′′)}
et π l'appliation borélienne de F dans X dénie par π(t′, t′′) = π′(t′).
Dénition 3 (Gaboriau, [Gab02℄). Une R-ation (à gauhe) sur l'espae bré stan-
dard (F, π) sur X est une appliation borélienne
(R, πr) ⋆ (F, π) −→ F
((x, y), t) 7−→ (x, y) · t
telle que, pour tout triplet (x, y, z) d'éléments R-équivalents de X et pour tout t
appartenant à F dans la bre de z, on ait
(z, z) · t = t et (x, y) · ((y, z) · t) = (x, z) · t.
On dit alors que (F, π) est un R-espae bré standard sur X et que R agit sur F.
4Remarque : Pour qu'elle ait un sens la formule du produit i-dessus impose que (x, y)·t
soit un élément dans la bre de x. De même on dénit la notion d'ation à droite
que nous renontrerons également par la suite.
Soit F un R-espae bré standard sur X. L'orbite d'un élément fx de F dans
la bre de x de X est l'ensemble des (y, x) · fx où y dérit la R-lasse de x. En
partiulier, l'ation de R sur F engendre une relation d'équivalene borélienne notée
RF sur F : fx et fy sontRF-équivalents si, par dénition, (x, y)·fy = fx. Puisque deux
éléments RF-équivalents de F se projettent dans X sur des éléments R-équivalents,
la projetion est don un morphisme de relations d'équivalene boréliennes.
Exemple fondamental : (F, π) = (R, πl) dénit un R-espae bré standard sur X ave
l'ation  horizontale 
(R, πr) ⋆ (R, πl) −→ (R, πl)
((x, y), (y, z)) 7−→ (x, z).
Les lasses de RF sont ii les bres de πr : R −→ X. Nous dirons que (R, πl) est
le R-espae bré standard anonique gauhe assoié à R.
De la même façon, nous avons le R-espae bré standard anonique droit (R, πr)
ave son ation (à droite)  vertiale 
(R, πr) ⋆ (R, πl) −→ (R, πr)
((x, y), (y, z)) 7−→ (x, z).
Remarque : Si (F, π) est un R-espae bré standard sur X et A une partie borélienne
de X, on obtient alors une notion de R A -espae bré standard induit sur A : il s'agit
de la restrition de (F, π) à (π−1(A), π
pi−1(A)
).
Soit s : A −→ F une setion partielle d'un R-espae bré standard F, le stabili-
sateur StabR(s) de s est la sous-relation de R dénie sur A suivante : deux éléments
x et y de A sont StabR(s)-équivalents si leurs images par s sont RF-équivalents,
autrement dit
x ∼
StabR(s) y ssi (y, x) · s(x) = s(y).
Notons que la projetion sur X induit une équivalene orbitale entre la restrition
de RF à s(A) et StabR(s). Nous appellerons saturé de l'image de s le RF-saturé de
s(A). Si s est une setion borélienne de F ('est-à-dire si A = X), s(X) est RF-saturé
si et seulement si StabR(s) oïnide ave R. Nous dénissons maintenant la notion
de morphisme entre R-espaes brés standards sur X.
Dénition 4. Un morphisme f : F −→ F′ de R-espaes brés standards est une
appliation borélienne de F dans F′ telle que, si x et y sont R-équivalents et si fx
appartient à la bre de x, alors
f(Fx) ⊂ F
′
x et f ((y, x) · fx) = (y, x) · f(fx).
Remarque : En partiulier, un morphisme de R-espaes brés standards de F dans F′
induit une appliation de la bre Fx dans la bre F
′
x pour tout x de X. Un tel mor-
phisme est dit injetif (respetivement surjetif) si 'est une appliation borélienne
injetive (resp. surjetive) : au niveau des bres, on obtient des appliations de même
nature. Remarquons également qu'un morphisme de R-espaes brés standards de F
dans F′ induit un morphisme de relations d'équivalene boréliennes de RF dans RF′ .
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En partiulier, un isomorphisme entre F et F′ induit une équivalene orbitale entreRF
et RF′ .
Soit F un R-espae bré standard sur X. L'ation de R sur F est transitive et F
est dit homogène s'il existe un domaine omplet de RF sur lequel la restrition de
la projetion de F sur X est injetive. Ainsi une ation de R sur F est transitive si
et seulement s'il existe une setion partielle s dite saturante dénie sur une partie
borélienne A de X dont l'image est un domaine omplet de RF : autrement dit, le
saturé de s(A) oïnide ave F (A est néessairement un domaine omplet de R).
Proposition 5. Soit s : A −→ F et s′ : A′ −→ F deux setions partielles satu-
rantes d'un R-espae bré standard homogène F. Alors leurs stabilisateurs StabR(s)
et StabR(s
′) sont deux sous-relations de R stablement onjuguées.
Démonstration : Considérons le sous-ensemble borélien Ξ de R onstitué des ouples
d'éléments (a, a′) de A × A′ tels que s(a) et s′(a′) appartiennent à la même orbite.
Puisque le saturé de s′(A) ontient s(A), la restrition de πl à Ξ induit sur Ξ une
struture d'espae bré standard. Soit f ′ une setion borélienne de (Ξ, πl) : πr ◦ f
′
est alors une rédution r de StabR(s) dans A dans StabR(s
′) sur A′ qui de plus est
un morphisme intérieur de R vériant
s′(r(x)) = (r(x), x) · s(x).
Puisque le saturé de s(A) ontient le saturé de s′(A′), on en déduit que r(A) est
un domaine omplet de StabR(s
′) et ei entraîne que r soit une équivalene orbitale
stable entre StabR(s) et StabR(s
′).

Remarque 1 : La proposition préédente assure, qu'étant donné un R-espae bré
standard homogène sur X, le stabilisateur d'une setion partielle saturante est unique
à équivalene orbitale stable près.
Remarque 2 : On déduit de la proposition préédente le fait suivant que nous utilise-
rons à plusieurs reprises : si s′′ est une setion partielle (a priori non saturante) de F,
alors le stabilisateur de s′′ : A′′ −→ F est stablement onjugué à une restrition de
StabR(s) où s est une setion partielle saturante. En eet, le saturé de s
′′(A′′) est
un sous-espae bré standard F′′ de la restrition de F à R · A′′ qui est homogène
de setion partielle saturante s′′. Considérons la projetion sur X de l'intersetion de
F′′ et de s(A) : 'est une partie borélienne B de A telle que R · B et R · (A r B)
forment une partition de X et telle que la restrition de s à B soit alors une setion
partielle saturante de F′′. La proposition préédente assure alors que StabR(s
′′) et
StabR(s B ) = StabR(s) B soient stablement onjugués.
Soit F1 et F2 deux R-espaes brés standards sur X. Désignons par s1 et s2 des
setions partielles de F1 et F2 dénies sur la partie borélienne A de X. Supposons de
plus que f soit un morphisme de R-espaes brés standards de F1 dans F2 qui envoie
s1(A) sur s2(A) : le stabilisateur de s1 est alors une sous-relation du stabilisateur
de s2. Plus préisément, nous avons le lemme suivant :
Lemme 6. Soit (F1, π1) et (F2, π2) deux R-espaes brés standards sur X et deux
setions partielles si : A −→ Fi dénies sur un domaine omplet A de R. Si s1 est
saturante, alors il existe un morphisme f : F1 −→ F2 de R-espaes brés standards
qui envoie s1(A) sur s2(A) si et seulement si le stabilisateur StabR(s1) est une sous-
relation de StabR(s2). Si de plus s2 est saturante, alors f est surjetif.
6Démonstration : Supposons que le stabilisateur StabR(s1) soit une sous-relation de
StabR(s2). Si fx appartient à la F1-bre d'un élément x de X, alors par hypothèse
il existe un élément y dans la lasse de x tel que fx appartienne à l'orbite de s1(y).
On dénit alors f(fx) omme l'image par le ouple d'éléments (x, y) de s2(y). Cette
dénition ne dépend pas du hoix du représentant y puisque deux éléments StabR(s1)-
équivalents sont StabR(s2)-équivalents par hypothèse. Enn, supposons que s2 soit
de plus saturante. On a alors
F2 = R · s2(A) = R · f(s1(A)) = f(R · s1(A)) = f(F1).

On en déduit le fait important suivant :
Proposition 7. Soit F un R-espae bré standard sur X. S'il existe une setion
borélienne s de F telle que s(X) soit un domaine fondamental de RF, alors F est
isomorphe au R-espae bré standard anonique.
Démonstration : Le stabilisateur de s étant la relation triviale par hypothèse, le
lemme préédent assure l'existene d'un morphisme surjetif f de R-espaes brés
standards entre F et le R-espae bré standard anonique (gauhe) envoyant l'image
de la setion borélienne s sur la diagonale. Il ne reste plus qu'à voir que e morphisme
est injetif. Par l'absurde, supposons que fx et f
′
x soient deux éléments distints dans
la F-bre d'un élément x de X tels que leurs images par f soient égales dans le R-
espae bré standard anonique. Il existerait alors deux éléments y et z distints de
X tels que fx et f
′
x appartiennent respetivement aux orbites de s(y) et s(z). Mais
par suite les images respetives par les ouples d'éléments (y, x) et (z, x) des éléments
f(s(y)) et f(s(z)) de la diagonale deR seraient égales dans leR-espae bré standard
anonique.

Nous allons maintenant voir que ertains R-espaes brés standards peuvent se
plonger dans le R-espae bré standard anonique et nous utiliserons e fait à plu-
sieurs reprises.
Lemme 8. Soit F un R-espae bré standard sur X admettant une setion partielle
s dénie surA telle que s(A) soit un domaine fondamental de RF. Alors il existe un
R-espae bré standard F′ sur X ontenant F et ayant une setion borélienne s′ qui
prolonge s à X et telle que s′(X) soit un domaine fondamental pour l'ation de R
sur F′.
Remarque : De l'existene d'une setion borélienne de F′ dont l'image est un domaine
fondamental pour l'ation de R, on en déduit que le R-espae bré standard F′ est
isomorphe au R-espae bré standard anonique d'après la proposition préédente.
Démonstration : Puisque l'image de s est un domaine fondamental pour l'ation de R
sur F, on en déduit que A est un domaine omplet de R. Considérons l'espae bré
standard réunion disjointe de F A et de π
−1
l (A)∩π
−1
r (XrA) qui est un espae bré
standard F′ sur A via la restrition de πl. Par onstrution, F
′
ontient F A et les
ations de R A sur F A et de R A sur la restrition à A de l'espae bré standard
anonique gauhe se prolongent en une ation de R A sur F
′
. Enn, puisque A est
un domaine omplet de R, F′ s'étend par équivariane en un R-espae bré standard
sur X omme souhaité en dénissant la setion borélienne s′ de F′ de telle sorte qu'elle
oïnide ave s sur A et ave  l'identité  sur le omplémentaire de A dans X.
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
Nous avons déjà mentionné que la donnée d'un R-espae bré standard F dénit
naturellement une relation d'équivalene borélienne RF sur l'espae borélien stan-
dard F. Le as où RF est lisse va partiulièrement nous intéresser dans notre étude
des relations d'équivalene boréliennes arborables (f.  2).
Dénition 9 (Ation lisse). Soit F un R-espae bré standard sur X. L'ation de
R sur F est lisse (on dit aussi que R agit de manière lisse sur F) si la relation
d'équivalene borélienne RF sur F est lisse.
Exemple : L'ation de R sur l'espae bré standard anonique est lisse ; il en est de
même de toute sous-relation de R puisqu'une sous-relation d'une relation lisse est
elle-même lisse. Plus généralement, si R agit de manière lisse sur un espae bré
standard F, il en est de même de haune de ses sous-relations.
Nous allons donner une aratérisation des ations lisses que nous utiliserons
onstamment et qui est une onséquene du lemme suivant.
Lemme 10. Pour tout R-espae bré standard F sur X, il existe une famille dénom-
brable (si : Ai −→ F)i∈I de setions partielles de F dont les saturés Fi des images
si(Ai) forment une partition RF-invariante de F.
Remarque : Puisque par dénition RF Fi et RF si(Ai) sont stablement orbitalement
équivalentes, on en déduit qu'il en est de même de RF Fi et StabR(si).
Démonstration : Donnons-nous une numérotation borélienne des bres de F et onsi-
dérons la setion borélienne qui, à haque élément de X, assoie le plus petit élément
dans sa bre. Si le omplémentaire du saturé de l'image de ette setion borélienne
est vide, 'est terminé. Sinon on onsidère la setion partielle dénie par les plus
petits éléments restants dans haque bre puis le saturé de l'image de ette dernière.
En ontinuant ainsi, on onstruit à haque étape une nouvelle setion partielle en
prenant dans haque bre les éléments les plus petits restants dans le omplémen-
taire des saturés des images des setions partielles préédemment onstruites. Cette
onstrution fournit une exhaustion de F puisqu'un élément de numéro n dans une
bre de F a forément été onsidéré avant la ne étape.

Dénition 11 (Ation quasi-libre). Soit F un R-espae bré standard sur X. L'a-
tion de R sur F est quasi-libre (on dit enore que R agit quasi-librement sur F) si le
stabilisateur de toute setion partielle de F est une sous-relation lisse de R.
On obtient alors la aratérisation suivante :
Proposition 12. Étant donné un R-espae bré standard F sur X, l'ation est quasi-
libre si et seulement si R agit de manière lisse sur F, 'est-à-dire si RF est lisse.
Démonstration : L'impliation réiproque est laire ar nous avons déjà mentionné
que le stabilisateur de toute setion partielle s : A −→ F est orbitalement équivalent à
RF s(A) qui est une sous-relation deRF. Supposons maintenant l'ation quasi-libre et
onstruisons un domaine fondamental de RF. Le lemme préédent assure l'existene
d'une famille dénombrable (si)i∈I de setions partielles de F dont les saturés des
images forment une partition RF-invariante de F. Le stabilisateur de haune de
es setions partielles si étant lisse, onsidérons la restrition de si à un domaine
8fondamental Di de son stabilisateur : la réunion sur I des s(Di) est un domaine
fondamental de RF.

Nous allons à présent introduire une lasse de R-espaes brés standards fon-
damentaux pour une relation d'équivalene borélienne R sur X. Si S est une sous-
relation de R dénie sur X, alors S agit sur R via l'ation induite par elle de R sur
R . En eet, onsidéronsR munie de ses deux strutures de R-espae bré standard
anoniques et remarquons que la projetion πl : R −→ X est invariante sous l'ation
vertiale de R (et don de S) sur (R, πr). De plus, puisque S est une sous-relation
de R, elle agit également de manière lisse sur (R, πr). Soit R/S l'espae quotient
de R par la relation d'équivalene borélienne engendrée par ette ation. Comme les
ations horizontale et vertiale de R sur R  ommutent, on en déduit que 'est un
R-espae bré standard sur X dont la projetion sur X et l'ation de R sont induites
par elles du R-espae bré standard anonique gauhe (R, πl) : 'est le R-espae -
bré standard anonique gauhe assoié au ouple (R,S). De plus, la diagonale d de e
dernier passe au quotient sous l'ation de S et le R-espae bré standard (R/S, πl)
est naturellement muni d'une setion borélienne dS dont l'image est un domaine
omplet de RR/S et dont le stabilisateur est S. Notons également que dans le as où
la sous-relation S est triviale, (R/S, πl) n'est autre que le R-espae bré standard
anonique gauhe.
Remarque : La onstrution préédente s'étend au as de sous-relations dénies sur
un domaine omplet A de R en onsidérant l'ation de S sur (R∩π−1r (A), πr). Dans
e as, le R-espae bré standard R/S est naturellement muni d'une setion partielle
dS dénie sur A dont l'image est un domaine omplet deRR/S et dont le stabilisateur
est S. En partiulier,R/S est un R-espae bré standard homogène et dS une setion
partielle saturante.
Remarquons que l'on peut donner une desription expliite de R/S en tant qu'es-
pae bré standard sur X. En eet, il sut pour ei de se donner une numérotation
borélienne des bres de l'espae bré standard anonique gauhe. Considérons la par-
tie borélienne de (R, πl) onstituée des paires (x, y) où y désigne l'élément de plus
petit numéro dans sa S-lasse. L'espae bré standard obtenu est alors isomorphe à
l'espae bré standard R/S.
De la même manière, on peut également onsidérer le R-espae bré standard
anonique droit et faire agir S à gauhe. On obtient alors le R-espae bré stan-
dard S\R. Soit S la symétrie par rapport à la diagonale :
S:
{
R −→ R
(x, y) 7−→ (y, x).
Soit x, x′ et y trois éléments R-équivalents tels que x et x′ appartiennent à la
même S-lasse. Puisque les images de S(x, y) et S(x′, y) sont égales dans l'espae quo-
tient S\R, ette appliation passe au quotient et on obtient l'appliation borélienne
S˜ : (R/S, πl) −→ (S\R, πr)
qui est un isomorphisme de R-espaes brés standards.
2 Ations quasi-libres et arboralité
Rappelons qu'un (L-)graphage (f. [Lev95℄, [KM04℄) de R munit anoniquement
haque lasse de R d'une struture de graphe onnexe, son graphe de Cayley, dont les
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sommets sont les éléments de ette lasse. Un (L-)graphage de R est un (L-)arborage
si les graphes de Cayley de haque lasse de R sont des arbres. Une relation d'équi-
valene borélienne est dite arborable si elle admet un (L-)arborage. Les relations
d'équivalene boréliennes arborables jouent un rle entral dans la lasse des rela-
tions d'équivalene boréliennes, au même titre que les groupes libres dans la lasse
des groupes. Bien souvent, les invariants qui ont été introduits pour étudier les re-
lations d'équivalene mesurées (voir par exemple [Gab98℄, [Gab02℄) ont d'abord été
alulés pour les relations arborables. Dans e paragraphe, nous allons donner une
aratérisation des relations d'équivalene boréliennes arborables (th. 14) analogue
à elle onernant les groupes libres : un groupe est libre si et seulement s'il agit
librement sur un arbre (voir par exemple [Ser77℄).
Comme nous l'avons déjà vu, une relation d'équivalene borélienneR sur X dénit
anoniquement un R-espae bré standard sur X via la projetion πl. Supposons que
R soit arborable et désignons par Φ un (L-)arborage de R. Dans e as, les bres de
l'espae bré standard anonique gauhe sont naturellement munies d'une struture
d'arbre (f. infra). Dénissons à présent les R-hamps de graphes boréliens et nous
nous intéressons plus partiulièrement au as des R-hamps d'arbres boréliens qui
sont les ateurs prinipaux de e travail.
Dénition 13 (R-arboretum). Un R-hamp de graphes borélien (A, π) sur X est un
graphe dont les espaes de sommets et d'arêtes sont des R-espaes brés standards
(A0, π0) et (A1, π1) sur X et tel que les appliations sommet origine o : A1 −→ A0,
sommet terminal t : A1 −→ A0 et arête opposée¯: A1 −→ A1 soient des morphismes
de R-espaes brés standards.
La bre dans A d'un élément de x, notée Ax, est le sous-graphe d'ensemble de
sommets (π0)−1(x) et d'ensemble d'arêtes (π1)−1(x). Si Ax est un arbre pour tout x
de X, nous dirons que (A, π) est un R-arboretum.
Remarque : Les dénitions préédentes dans le as de la relation d'équivalene boré-
lienne à lasses triviales sur X permettent de dénir les notions de hamp de graphes
borélien et d'arboretum sur X.
Exemple fondamental : Tout graphage Φ ([KM04℄) sur X dénit un RΦ-hamp de
graphes borélien sur X où RΦ est la relation d'équivalene borélienne engendrée
par Φ. L'espae des sommets est le RΦ-espae bré standard anonique gauhe et RΦ
agit naturellement sur l'espae des arêtes déni par le graphage Φ : l'image par le
ouple d'élémentsRΦ-équivalents (x
′, x) de l'arête (y, z)x dans la bre de x est l'arête
(y, z)x′ dans la bre de x
′
. Notons que l'ation est, par dénition, lisse sur l'espae des
sommets et que la projetion πr de l'espae des sommets dans X est invariante sous
l'ation de RΦ. Si Φ est un arborage, nous désignerons par (AΦ, π) le RΦ-arboretum
anonique assoié à Φ sur X i-dessus.
Nous venons de voir dans l'exemple préédent que siR est arborable, alors elle agit
quasi-librement sur l'espae des sommets d'un arboretum. Puisque le stabilisateur
d'une setion partielle d'arêtes est toujours une sous-relation du stabilisateur de la
setion de sommets origines assoiée, on en déduit que si R agit quasi-librement sur
l'espae des sommets d'un arboretum (et plus généralement d'un hamp de graphes
borélien), alors R agit également quasi-librement sur l'espae des arêtes. Ainsi, nous
dirons que R agit quasi-librement sur un hamp de graphes borélien si R agit quasi-
librement sur l'espae des sommets.
Nous allons à présent voir qu'il s'agit en fait d'une aratérisation des relations
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d'équivalene boréliennes arborables et en donner un orollaire immédiat (le reste de
ette setion est onsaré à la démonstration du théorème).
Théorème 14. Une relation d'équivalene borélienne R est arborable si et seulement
s'il existe une ation quasi-libre de R sur un arboretum.
Puisqu'une sous-relation d'une relation d'équivalene borélienne lisse est lisse, la
proposition 12 et le théorème préédent nous permettent de démontrer un analogue
du théorème de Nielsen-Shreier en théorie des groupes : un sous-groupe d'un groupe
libre est libre.
Corollaire 15 (voir aussi [JKL02℄ et [Gab00℄). Une sous-relation d'une relation
d'équivalene borélienne arborable est arborable.
Remarque : Si A est une partie borélienne de X et si R est arborable, on déduit
du orollaire préédent que la restrition de R à A est enore arborable (il sut de
prolonger R A par la relation triviale en dehors de A).
Étant donné une ation quasi-libre d'une relation d'équivalene borélienne R sur
un arboretum A, nous allons d'abord montrer l'existene d'un sous-arboretum A′
de A déni sur une partie borélienne de X dont l'espae des sommets A′0 est un
domaine fondamental de RA0 . Nous nous ramenons ensuite au as d'une ation de R
sur un arboretum A
′′
ayant une setion partielle de sommets s : A ⊂ X −→ A′′0
dont l'image s(A) est un domaine fondamental de RA′′0 , e qui nous permettra de
onlure grâe au lemme suivant :
Lemme 16. Si A est un R-arboretum sur X et s une setion partielle de sommets
dont l'image est un domaine fondamental de RA0 , alors R est arborable.
Démonstration : Commençons par supposer que s soit une setion borélienne, 'est-
à-dire dénie sur X tout entier. Comme nous l'avons déjà vu (f. prop. 7), l'espae
des sommets A0 s'identie naturellement ave le R-espae bré standard anonique
gauhe. L'ensemble des arêtes de A dont l'un des sommets appartient à l'image de la
setion borélienne de sommets s s'identie alors à une partie borélienne Gr de X×X
qui, par onstrution, est un arborage de R : un ouple d'éléments distints R-
équivalents (x, y) appartient à Gr si, par dénition, les sommets (x, x) et (x, y) sont
adjaents dans l'arboretum A.
Le as général s'en déduit failement grâe au fait général suivant. Étant donné
une relation d'équivalene borélienne R′ sur X, un domaine omplet A′ de R′ et un
morphisme intérieur r : X −→ A′ qui oïnide ave l'identité sur A′, dénissons la
sous-relation T ′ de R′ dont les lasses sont les r−1(r(x)) pour tout x de X : en parti-
ulier, T ′ est lisse de domaine fondamental A′, don arborable. Or, par onstrution,
R′ est le produit libre (f. déf. 19) des sous-relations T ′ et R′′ où R′′ oïnide ave
R′ A′ sur A
′
et ave la relation triviale sur le omplémentaire de A′. Enn, le produit
libre de deux relations d'équivalene boréliennes arborables étant arborable (f. prop.
20, voir aussi [JKL02℄ ou [Gab00℄), on en déduit que si R′ A′ est arborable, alors il
en est de même de R′.

Nous en venons au point entral dans la démonstration du théorème 14.
Proposition 17. Si R agit quasi-librement sur un arboretum A, alors il existe un
sous-arboretum A′ de la restrition de A à une partie borélienne A de X tel que
l'espae des sommets A′0 soit un domaine fondamental de RA0 .
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Remarque : Notons que la proposition préédente s'étend sans diulté supplémen-
taire au as d'un R-hamp de graphes borélien A.
Démonstration : Donnons-nous une numérotation borélienne indexée par les entiers
dans haque bre de l'espae des sommets A0. Nous allons onstruire la partie bo-
rélienne A′0 par étape à partir de setions partielles de sommets de A0. Soit s1 la
setion borélienne de sommets de A0 orrespondant au numéro le plus petit dans
haque bre. Puisque l'ation de R sur A est quasi-libre, le stabilisateur de ette
setion est lisse. Désignons par X1 un domaine fondamental de StabR(s1) : ette
partie borélienne de X est un domaine omplet de R et par suite, le RA0 -saturé de
U1 = s1(X1) renontre toutes les bres de A
0
. Notons C1 le omplémentaire dans A
0
du saturé de U1. Si C1 est vide, alors U1 est un domaine fondamental pour l'ation
de R sur A0 et le résultat est démontré ave A
′0 = U1 et A
′1 = ∅.
Soit un entier naturel n > 2 . Supposons avoir onstruit les familles nies de
setions partielles Sj = {si ; i ∈ Ij} (1 6 j 6 n − 1) de A
0
dont les domaines de
dénition sont des parties boréliennes de X1 et vériant les deux onditions suivantes :
la réunion Un−1 des images de es setions partielles est une partie borélienne de A
0
sur laquelle la restrition de RA0 est triviale et l'intersetion de Un−1 ave haque
bre deA au-dessus de X1 dénit une partie onnexe. Notons Cn−1 le omplémentaire
dans A0 du saturé de Un−1. Si e dernier est vide, la proposition est démontrée ave
A
′0 = Un−1 et A
′1
la partie borélienne de A1 onstituée des arêtes dont les deux
extrémités appartiennent à Un−1.
Sinon, il existe des éléments de Cn−1 à distane unité de Un−1. En eet, les
bres de A étant onnexes, il existe des éléments de Cn−1 à distane unité du saturé
de Un−1 et R agit en préservant les distanes sur A
0
. Désignons par sn la setion
partielle (dénie sur une partie borélienne de X1 a priori) de sommets de A
0
qui a
pour image le plus petit élément à distane unité de Un−1 dans haque bre. L'ation
étant quasi-libre, notons Xn un domaine fondamental du stabilisateur de sn : 'est
une partie borélienne de X1. Quitte à déouper Xn en un nombre ni de parties
boréliennes, on peut raner sn en un nombre ni Sn = {si ; i ∈ In} de setions
partielles dont haune est telle que les éléments de son image soient à distane unité
de l'image de l'une des setions partielles déjà onstruites.
Montrons désormais que le saturé de la réunion des Uk est égal à l'espae des
sommets A0. Sinon il existerait un élément a appartenant au omplémentaire du
saturé de la réunion des Uk dans A
0
dont la projetion π(a) serait un élément de X1.
On peut supposer que dans la bre de π(a), le sommet a soit à distane unité de la
partie onnexe formée par la réunion des sommets sk(π(a)) et de numéro minimal.
Désignons par n0 l'entier naturel tel que les sommets a et sn0(π(a)) soient adjaents.
Mais alors, par onstrution de la setion partielle sn0+1, le sommet a devrait être
l'image de π(a) par sn0+1, e qui est absurde.
Il ne reste plus qu'à poser A
′0 =
⋃
k>1
Uk et A
′1
la partie borélienne de A1 onsti-
tuée des arêtes dont les deux extrémités appartiennent à A
′0
. Par onstrution, deux
sommets de A dans la même orbite n'appartiennent pas tous les deux à A
′0
; puisque
le saturé de la réunion des Uk est égal à l'espae des sommets A
0
, on en déduit
que A
′0
est un domaine fondamental de RA0 . Enn, notre onstrution assure à
haque étape que les bres de A′ soient onnexes.

À partir du sous-arboretum A
′
onstruit dans la proposition préédente, nous
allons eetuer une opération de ontration dans les bres et obtenir un nouvel R-
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arboretum A
′′
ayant une setion partielle de sommets dont l'image est un domaine
fondamental de RA′′0 .
Lemme 18. Il existe un R-arboretum A
′′
sur X ayant une setion partielle de som-
mets s dénie sur A dont l'image est un domaine fondamental de RA′′0 .
Démonstration : Soit s une setion borélienne de sommets de A′ : son image est un
domaine fondamental de la relation d'équivalene borélienne lisse S dénie sur A′0
dont les lasses sont les bres de A′0. Pour tout élément x de A, ontratons le sous-
arbre A′x sur le sommet s(x) dans l'arbre Ax (l'espae quotient est un espae borélien
standard isomorphe à s(A) par onstrution). On prolonge ette opération par R-
équivariane et on obtient ainsi un R-arboretum A
′′
sur X ayant une setion partielle
de sommets privilégiée (enore notée s) dénie sur A. Si x et y sont deux éléments
R-équivalents de A, l'image par le ouple d'éléments (x, y) du sous-arbre A′y de la
bre de y dans la bre de x est un sous-arbre disjoint de A′x puisque par hypothèse
A′0 est un domaine fondamental de l'ation de R sur l'espae des sommets A0 de
A. Par suite, s est une setion partielle dont l'image est un domaine fondamental de
RA′′0 .

Cei termine la démonstration du théorème 14 dont nous rappelons brièvement
les trois étapes de la réiproque. Étant donné une ation quasi-libre de R sur un
arboretum A sur X :
1. onstrution d'un sous-arboretum A′ déni sur une partie borélienne A ⊂ X de
A A dont l'espae des sommets A
′0
est un domaine fondamental de RA0 (prop.
17) ;
2. opération de ontration pour se ramener au as d'une ation de R sur un
arboretum A
′′
ayant une setion partielle de sommets s dont l'image s(A) est
un domaine fondamental de RA′′0 (lem. 18) ;
3. une telle relation est alors arborable (lem. 16).
II R-arboretums et amalgames de sous-relations
Nous allons nous intéresser dans ette partie aux relations d'équivalene boré-
liennes qui sont des produits libres de deux sous-relations et, plus généralement, des
produits amalgamés suivant une sous-relation ommune. Il s'agit en fait de disuter
des liens étroits entre déomposition d'une telle relation d'équivalene borélienne et
ses ations sur des arboretums. Nous avons vu (f.  2) que si une relation d'équiva-
lene borélienne agit quasi-librement sur un arboretum, alors elle est arborable. Nous
souhaitons nous aranhir progressivement de l'hypothèse faite sur l'ation et nous
traiterons le as général dans le prohain paragraphe (f.  III). Cette partie a pour
but de dérire la situation dans le as d'un  espae quotient  simple.
1 Produit libre de deux sous-relations
SoitR une relation d'équivalene borélienne engendrée par deux sous-relationsR1
et R2 sur X. Autrement dit, R est la plus petite relation d'équivalene dont les
lasses ontiennent elles de R1 et R2. Soit un entier naturel n > 2. Un n-uplet
(x1, x2, . . . , xn) d'éléments de X est dit réduit si :
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• pour tout i dans [[ 1 ; n − 1 ]], le ouple (xi, xi+1) est un ouple d'éléments R1
ou R2-équivalents et deux ouples suessifs ne sont pas Rj-équivalents pour
le même j ;
• x1 6= x2 si n = 2.
Dénition 19 (Gaboriau, [Gab00℄). La relation d'équivalene borélienne R sur X
est le produit libre des sous-relations R1 et R2 si R est engendrée par R1 et R2 et
si, pour tout n-uplet réduit (x1, x2, . . . , xn) d'éléments de X, xn est diérent de x1.
Dans e as, on note R = R1 ⋆R2.
Exemple : Soit Γ1 et Γ2 deux groupes dénombrables et une ation libre α du produit
libre Γ = Γ1 ⋆Γ2 sur X. La relation d'équivalene borélienne Rα dont les lasses sont
les orbites de l'ation de Γ est le produit libre des sous-relations Rα1 et Rα2 dont les
lasses sont les orbites des restritions de α à Γ1 et Γ2.
Ave les tehniques que nous avons développées jusqu'à présent, il est très faile
de voir que l'arborabilité est stable par produit libre.
Proposition 20. Soit R une relation d'équivalene borélienne sur X. Si R est le
produit libre de deux sous-relations arborables, alors R est arborable.
Démonstration : Il sut de onstruire un R-arboretum tel que l'espae des sommets
soit le R-espae bré standard anonique (as partiulier d'une setion borélienne
dénie sur X dans le lemme 16). Étant donné des arborages de R1 et R2 respetive-
ment, on s'intéresse aux arboretums anoniques assoiés à es arborages (f. ex. fond.
suivant déf. 13). Rappelons que les espaes des sommets de es arboretums sont res-
petivement les R1 et R2-espaes brés standards anoniques gauhes. Considérons
la réunion disjointe de es deux arboretums sur X, quotientée par la relation d'équiva-
lene qui identie d1(x) et d2(x) pour tout élément x de X. On obtient ainsi un nouvel
arboretum A′ sur X dont on note d la setion borélienne ommune d1 = d2. Puisque
R1 et R2 engendrent R et agissent respetivement sur haune des moitiés de A
′
,
on peut prolonger A′ de manière R-équivariante. On obtient alors un R-hamp de
graphes borélien onnexes A ; les sous-relations R1 et R2 étant en produit libre, ei
assure que les bres de A soient des arbres. Autrement dit, A est un R-arboretum
tel que l'image de la setion borélienne d soit un domaine fondamental de l'ation de
R sur A0, e qui assure que A0 s'identie au R-espae bré standard anonique.

Remarque : Voii une deuxième démonstration de la proposition préédente, très
similaire à la préédente. Considérons Gr1 et Gr2 des arborages de R1 et R2 respe-
tivement et notons Gr la réunion de Gr1 et Gr2 : 'est une partie borélienne de X×X,
symétrique, qui ne renontre pas la diagonale, autrement dit un graphage. Puisque
Gr1 et Gr2 engendrent respetivement R1 et R2 et que es dernières engendrent R,
on en déduit que Gr engendre R, autrement dit que Gr est un graphage de R. Enn,
s'il existait un yle de longueur n > 2 dans le graphage Gr, on en déduirait alors
un n-uplet réduit (x1, x2, . . . , xn) d'éléments de X tel que xn = x1, e qui est exlu.
Et ainsi, Gr est un arborage de R.
Considérons une relation d'équivalene borélienne R sur X qui est le produit libre
des sous-relations R1 et R2 dénies sur X. Nous allons onstruire un R-arboretum
sur X anoniquement assoié à ette déomposition. Désignons par R/R1 et R/R2
les R-espaes brés standards anoniques assoiés aux sous-relations R1 et R2. De
plus, nous avons vu qu'il existait, à valeurs dans haun de es R-espaes brés
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standards, un morphisme surjetif déni sur le R-espae bré standard anonique
(f. lem. 6 ave A = X, s1 = d et s2 = dRi), qui envoie la setion diagonale d sur la
setion borélienne saturante dRi . Notons o le morphisme surjetif du R-espae bré
standard anonique dans R/R1 et t elui à valeurs dans R/R2.
Convenons d'appeler espae des arêtes orientées le R-espae bré standard ano-
nique et espae des sommets la réunion disjointe desR-espaes brés standardsR/R1
(espae des sommets de ouleur 1) et R/R2 (espae des sommets de ouleur 2). Nous
désignerons également par sommet origine le morphisme de R-espaes brés stan-
dards o et par sommet terminal le morphisme t. Enn, il n'est pas diile de vérier la
ompatibilité des ations de R entre les espaes de sommets et d'arêtes. Ainsi nous
avons déni un R-hamp de graphes borélien. La proposition qui suit assure qu'il
s'agisse en fait d'un arboretum : ette onstrution est analogue à la onstrution de
l'arbre de Bass-Serre assoié à un produit libre de deux groupes (f. [Ser77℄).
Proposition 21. Les bres du R-hamp de graphes borélien onstruit i-dessus à
partir d'une déomposition de R en produit libre de deux sous-relations dénies sur X
sont des arbres.
Dans la suite, nous dirons que le R-arboretum onstruit préédemment est le
R-arboretum anonique assoié à R = R1 ⋆R2.
Démonstration : Il s'agit de vérier que, pour tout élément x de X, la bre de x est un
arbre, 'est-à-dire onnexe et sans iruit (puisqu'on sait déjà qu'elle est non vide).
Soit P et Q deux sommets distints dans le graphe au-dessus de x. Par dénition de
l'espae des sommets, P et Q orrespondent à des R1 ou R2-lasses ontenues dans
la R-lasse de x. Désignons par p et q des représentants des lasses orrespondantes :
e sont don des éléments R-équivalents de X. Puisque R1 et R2 engendrent R, il
existe un n-uplet d'éléments que l'on peut supposer réduit dans la R-lasse de x dont
le premier élément est p et le dernier q. Dans le graphe au-dessus de x, e n-uplet
orrespond à un hemin joignant les sommets P et Q.
Supposons par l'absurde qu'il existe un iruit dans le graphe au-dessus de x dont
on note P0,... Pn−1 les sommets (Pn = P0). Pour i dans [[ 0 ; n− 1 ]], les sommets Pi
et Pi+1 sont par hypothèse reliés : il existe don un élément xi+1 appartenant à X
dont la R1-lasse orrespond à Pi et la R2-lasse à Pi+1 (ou l'inverse). De plus,
par onstrution, deux sommets onséutifs sont de ouleurs distintes. Par suite,
on onstruit un n-uplet (x1, x2, . . . , xn) réduit. Mais x1 et xn étant Rj-équivalents
puisque les sommets P0 et Pn sont égaux, ei est absurde.

Par onstrution, le R-arboretum anonique assoié à R = R1 ⋆R2 possède une
setion borélienne d'arêtes dont l'image est un domaine fondamental pour l'ation
de R sur l'espae des arêtes orientées et dont les setions boréliennes de sommets
assoiées ont leurs images qui forment une partition de l'espae des sommets en deux.
De plus, les stabilisateurs de es setions boréliennes de sommets sont R1 et R2. Par
suite, notons que pour toute arête de l'espae des arêtes, l'un de ses sommets est de
ouleur 1 et l'autre de ouleur 2.
Nous allons désormais démontrer la réiproque de e résultat et voir que les pro-
duits libres de sous-relations sont aratérisés par de telles ations : en un ertain
sens, la relation d'équivalene borélienne engendrée sur l'espae des arêtes est la plus
simple possible.
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Théorème 22. Soit R une relation d'équivalene borélienne sur X. Supposons que R
agisse sur un arboretum A dont l'espae des arêtes orientées A1+ est le R-espae
bré standard anonique et tel que les saturés des images des setions boréliennes de
sommets o(d) et t(d) forment une partition borélienne de l'espae des sommets en
deux. Alors R est le produit libre des stabilisateurs de o(d) et de t(d) :
R = StabR(o(d)) ⋆ StabR(t(d)).
Démonstration : Notons R1 et R2 les stabilisateurs de o(d) et t(d) respetivement et
ommençons par montrer queR est engendrée parR1 etR2. Soit x et y deux éléments
R-équivalents de X et onsidérons l'image (x, y) · d(y) par le ouple d'éléments (x, y)
de l'arête d(y). Les arêtes d(x) et (x, y) · d(y) appartiennent à la bre Ax de x et
il existe don une (unique) géodésique c entre les sommets o(d(x)) et t((x, y) · d(y))
qui sont distints par hypothèse. Si n est la longueur de e hemin, désignons par
(w1, w2, . . . , wn) les arêtes de c. Chaune d'entre elles appartient à l'orbite d'une
unique arête appartenant à l'image de d ou à l'image de d et, étant donné deux
arêtes onséutives, l'une appartient à l'orbite de l'image de d et l'autre à l'orbite de
l'image de d. Puisque l'espae des arêtes orientées est par hypothèse le R-espae bré
standard anonique gauhe, haune des arêtes wi est un ouple d'éléments (x, xi). On
en déduit ainsi un n-uplet (x1, x2, . . . , xn) d'éléments de X dont le premier oïnide
ave x, le dernier ave y et tel que deux éléments suessifs soient Rj-équivalents
pour un ertain j.
Soit x et y deux éléments Rj-équivalents de X. L'image du sommet t(d(y)) par le
ouple d'éléments (x, y) est un sommet à distane unité du sommet origine de d(x). Si
(x1, x2, . . . , xn) désigne un n-uplet réduit, on en déduit par réurrene que le sommet
terminal de (x1, xn)·d(xn) est au moins à distane unité du sommet origine de d(x1) :
ei exlut la possibilité que x1 soit égal à xn.

On déduit du théorème préédent le as où l'espae des arêtes orientées est en-
gendré par l'image d'une setion partielle dont le stabilisateur est trivial.
Corollaire 23. Soit A un R-arboretum sur X. On suppose qu'il existe une setion
partielle d (dénie sur A) de l'espae des arêtes orientées telle que s(A) soit un
domaine fondamental de RA1+ . En outre, on suppose que les saturés des images
des setions partielles de sommets o(d) et t(d) forment une partition borélienne de
l'espae des sommets en deux. Alors la restrition de R à A est le produit libre de
ses sous-relations StabR(o(d)) et StabR(t(d)).

En partiulier, on en déduit qu'une telle relation d'équivalene borélienne est
stablement orbitalement équivalente à un produit libre de deux sous-relations.
2 Produit amalgamé de deux sous-relations
Nous allons généraliser au as des produits amalgamés suivant une sous-relation
ommune (f. déf. 24) les résultats obtenus dans le paragraphe préédent. Puis nous
terminons ette partie en donnant une appliation qui illustre que les méthodes géo-
métriques que nous développons permettent de démontrer simplement des résultats
de nature algébrique.
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Soit R une relation d'équivalene borélienne sur X engendrée par deux sous-
relations R1 et R2. Soit R3 une sous-relation ommune à R1 et R2. Soit un entier
naturel n > 2. Un n-uplet (x1, x2, . . . , xn) d'éléments de X est dit réduit si, pour
tout i de [[ 1 ; n− 1 ]] :
• haque (xi, xi+1) est un ouple d'éléments R1-équivalents ou R2-équivalents et
deux ouples suessifs ne sont pas Rj -équivalents pour le même j ;
• auun ouple d'éléments (xi, xi+1) n'est R3-équivalent dès que n > 2 ;
• x1 6= x2 si n = 2.
Dénition 24 (Gaboriau, [Gab00℄). La relation d'équivalene borélienne R est le
produit amalgamé des sous-relations R1 et R2 suivant la sous-relation R3 si, pour
tout n-uplet réduit (x1, x2, . . . , xn) d'éléments de X, xn est diérent de x1. Dans e
as, on note
R = R1 ⋆R3 R2.
Remarque : Dans le as où la sous-relation R3 est triviale, la notion de produit
amalgamé des sous-relations R1 et R2 suivant la sous-relation R3 oïnide ave elle
de produit libre des sous-relations R1 et R2 (f. déf. 19).
Exemple : Si un groupe dénombrable Γ est le produit amalgamé de deux groupes Γ1
et Γ2 suivant un sous-groupe ommun Γ3 et agit librement sur X, la relation d'équi-
valene borélienne Rα engendrée par les orbites de l'ation α de Γ est le produit
amalgamé des sous-relations Rα1 et Rα2 suivant la sous-relation Rα3 .
À toute relation d'équivalene borélienneR sur X qui est le produit amalgamé des
sous-relations R1 et R2 suivant la sous-relation R3, nous allons assoier anonique-
ment un R-arboretum A (R1 ⋆R3 R2) sur X. Désignons par R/R1, R/R2 et R/R3
les R-espaes brés standards anoniques assoiés aux paires (R,R1), (R,R2) et
(R,R3). Or R3 étant une sous-relation ommune de R1 et R2, on déduit du lemme 6
un morphisme surjetif o de R/R3 dans R/R1 envoyant la setion borélienne satu-
rante dR3 sur la setion borélienne saturante dR1 , et de même un morphisme surjetif
t de R/R3 dans R/R2 envoyant dR3 sur dR2 .
On dénit l'espae des arêtes orientées omme étantR/R3 et l'espae des sommets
omme la réunion disjointe de R/R1 (espae des sommets de ouleur 1) et R/R2
(espae des sommets de ouleur 2). L'appliation sommet origine est dénie omme
étant le morphisme de R-espaes brés standards o et l'appliation sommet terminal
est dénie omme étant le morphisme t. La ompatibilité des ations de R entre les
espaes de sommets et d'arêtes assure que nous avons ainsi déni un R-hamp de
graphes borélien A. Nous allons maintenant démontrer que les bres de A sont des
arbres, e qui montrera que A est un R-arboretum. Pour ei, nous allons donner
une aratérisation dynamique des produits amalgamés de sous-relations.
Théorème 25. Soit R une relation d'équivalene borélienne et A un R-hamp de
graphes borélien sur X. On suppose que l'espae des arêtes orientées A1+ est un
espae bré standard homogène dont on note s : A −→ A1+ une setion partielle
saturante. De plus, on suppose que les saturés des images des setions partielles de
sommets o(s) et t(s) forment une partition R-invariante de l'espae des sommets en
deux. Les assertions suivantes sont alors équivalentes :
1. A est un R-arboretum ;
2. R A est le produit amalgamé des sous-relations StabR(o(s)) et StabR(t(s)) sui-
vant la sous-relation StabR(s).
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Démonstration : Puisque A est un domaine omplet de R, quitte à onsidérer le
R A -arboretum sur A, on peut supposer que A = X et se ramener au as d'une
setion borélienne saturante de l'espae des arêtes orientées. Notons R3 = StabR(s)
le stabilisateur de s, et R1 = StabR(o(s)) et R2 = StabR(t(s)) les stabilisateurs
des setions boréliennes de sommets origines o(s) et de sommets terminaux t(s)
orrespondantes. Le théorème est alors une onséquene des deux lemmes suivants.
Lemme 26. Les bres de A sont onnexes si et seulement si R est engendrée par R1
et R2.
Démonstration : Soit A′ le hamp de sous-graphes borélien de A sur X dont les bres
sont les omposantes onnexes de l'image de la setion borélienne d'arêtes s. Soit R′
la sous-relation de R qui laisse invariant le hamp de sous-graphes borélien A′ : deux
éléments x et y de X sont R′-équivalents si l'image par le ouple d'éléments (y, x)
de A′x est égale à A
′
y. Enn on note R
′′
la sous-relation de R engendrée par R1
et R2. Si deux éléments x et y de X sont R1 ou R2-équivalents, les arêtes s(y) et
(y, x) · s(x) ont un sommet en ommun. L'arête (y, x) · s(x) appartient don à A′y et
par suite
(y, x) · A′x = A
′
y ,
e qui prouve que R′′ est une sous-relation de R′.
Notons B1 le hamp de sous-graphes borélien deA dont les arêtes sont les éléments
du R′′-saturé de l'image de la setion borélienne d'arêtes s. Considérons B2 le hamp
de sous-graphes borélien de A dont les arêtes dans la bre d'un élément x de X sont
les (x, y) · s(y), où y est un élément R-équivalent à x et n'appartenant pas à la R′′-
lasse de x. Comme l'image de s est un domaine omplet de la relation d'équivalene
borélienne RA1+ engendrée sur l'espae des arêtes orientées, la réunion des hamps
de sous-graphes boréliens disjoints B1 et B2 est égale à A. Cei implique que B1
ontient A′, et don que R′ est une sous-relation de R′′.
Les bres de A sont onnexes si et seulement si les hamps de graphes borélien A′
et A sont égaux, 'est-à-dire si et seulement si R et R′ sont égales, et d'après e qui
préède R′ et R′′ oïnident.

Lemme 27. Pour qu'auune bre de A ne ontienne de iruit, il faut et il sut
que pour tout (n+ 1)-uplet réduit (x1, x2, . . . , xn) d'éléments de X, l'élément xn soit
diérent de x1.
Démonstration : Pour tout élément x de X, la donnée d'un hemin c = (c1, c2, . . . , cn)
(n > 1) sans aller-retour dans la bre Ax de x est équivalente à la donnée d'un n-uplet
(x1, x2, . . . , xn) réduit d'éléments de X dans la R-lasse de x. En eet, haune des
arêtes de c appartient à l'orbite d'une arête appartenant à l'image de s ou à l'image
de s, don pour tout i, il existe xi dans la R-lasse de x tel que ci = (x, xi) · s(xi) ou
ci = (x, xi) · s(xi). De plus, étant donné deux arêtes onséutives, l'une appartient
à l'orbite de l'image de s et l'autre à l'orbite de l'image de s d'après l'hypothèse
faite sur l'espae des sommets de A. Réiproquement, un tel n-uplet dénit bien un
hemin sans aller-retour dans la bre de x dont les arêtes sont les (x, xi) · s(xi).
Enn, le hemin c est un iruit ('est-à-dire tel que les sommets origine o(c) et
terminal t(c) soient les mêmes) si et seulement si les éléments x1 et xn sont R1 ou
R2-équivalents.

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Comme onséquene du théorème préédent et du fait déjà vu que
StabR(d˜3) = R3 StabR(o(d˜3)) = R1 et StabR(t(d˜3)) = R2,
nous en déduisons le résultat annoné :
Corollaire 28. Si une relation d'équivalene borélienne R est le produit amalgamé
de ses sous-relations R1 et R2 suivant la sous-relation R3, alors A (R1 ⋆R3 R2) est
un R-arboretum.
Nous dirons que A est le R-arboretum anonique assoié à R = R1 ⋆R3 R2.
Pour terminer e paragraphe, donnons une appliation de e qui préède.
Proposition 29. Soit R une relation d'équivalene borélienne qui est le produit
amalgamé des sous-relations R1 et R2 suivant la sous-relation R3. Supposons que S
soit une sous-relation de R telle que, pour tout élément φ de [[R]], les intersetions
des sous-relations φ−1R1φ et φ
−1R2φ ave S soient lisses. Alors S est une sous-
relation arborable de R.
Démonstration : Considérons leR-arboretum anonique A assoié à la déomposition
de R et montrons que l'ation de S sur A0 est quasi-libre. Soit s une setion partielle
de A0. Quitte à déouper en deux le domaine de dénition de s, on peut supposer
que s est une setion partielle de R/R1 (ou R/R2). Autrement dit, de manière
générale, si s est une setion partielle de A0 dénie sur A ⊂ X, alors A est la réunion
disjointe des parties boréliennes A1 et A2 telles que s(A1) ⊂ A
0,1
et s(A2) ⊂ A
0,2
,
où A0,1 et A0,2 sont les espaes de sommets de A de ouleurs 1 et 2 respetivement.
La sous-relation S agit sur A0,1 = R/R1 et, par suite, le S-stabilisateur de s est
l'intersetion de S ave une sous-relation de R (dénie sur le domaine de dénition
de s) stablement onjuguée à une restrition de R1 (f. rem. 2 de la prop. 5). Une
telle intersetion étant lisse par hypothèse, on en déduit que S agit quasi-librement
sur A et que S est arborable (f. th. 14).

III R-arboretums et déompositions de R
Dans ette partie, nous nous intéressons au as général d'une ation d'une rela-
tion d'équivalene borélienne R sur un arboretum A sur X. Nous sommes amenés
à introduire la notion de graphe de relations (déf. 30) et les tehniques que nous
allons utiliser prolongent elles que nous avons développées dans le as des ations
quasi-libres (f.  2). En partiulier, nous étudions omment reonstruireR en termes
de produits amalgamés à partir des stabilisateurs de ertaines setions partielles de
A. Nous en déduisons un théorème de déomposition (th. 42) pour les sous-relations
d'un produit libre dénombrable R = ⋆i∈IRi de sous-relations Ri (i ∈ I), ainsi que la
struture de toute restrition de R à une partie borélienne Y de X (th. 44).
1 Graphes de relations et désingularisations
Dans la démonstration de la proposition 17 lors de notre étude des ations quasi-
libres sur un arboretum, nous avons impliitement onstruit un arbre d'isomor-
phismes partiels, 'est-à-dire un arbre dénombrable à haque sommet duquel est at-
tahé un espae borélien standard et à haque arête un isomorphisme partiel entre
des parties boréliennes des espaes boréliens standards portés par les extrémités de
ette arête. La dénition suivante généralise ette idée.
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Dénition 30 (Graphe de relations). Un graphe de relations Gr est la donnée d'un
graphe dénombrable G, d'une relation d'équivalene borélienne sur un espae borélien
standard pour haque sommet et haque arête de G de sorte que les relations d'équi-
valene boréliennes portées par une arête et son arête opposée soient égales, ainsi
que, pour haque arête a de G, d'un morphisme injetif de la relation d'équivalene
borélienne portée par a dans la relation d'équivalene borélienne portée par le sommet
terminal de a. Si G est un arbre, nous dirons que Gr est un arbre de relations.
Remarque : Dans le as partiulier où toutes les relations d'équivalene boréliennes
portées par les sommets de G sont triviales, nous dirons que Gr est un graphe d'iso-
morphismes partiels (souvent noté Gip) puisque la donnée de Gr permet d'attaher
anoniquement à haque arête a de G un isomorphisme partiel φa dont la soure
et le but sont des parties boréliennes des espaes boréliens standards portés par les
sommets origine et terminal de a, de sorte que φa et φa¯ soient inverses l'un de l'autre.
Si de plus, tous les espaes boréliens standards portés par les sommets de G sont des
singletons, alors la donnée de Gip est équivalente à elle du graphe G.
Étant donné un arbre d'isomorphismes partiels Gip, onsidérons la réunion dis-
jointe des espaes boréliens standards portés par les sommets de G. Les isomor-
phismes partiels anoniquement portés par les arêtes de G engendrent une relation
d'équivalene borélienne lisse S sur ette réunion disjointe. Un graphage Gr de S
est déni de la manière suivante : un ouple d'éléments (x, y) appartient à Gr si
x et y appartiennent aux espaes boréliens standards portés par des sommets adja-
ents de G et si y est l'image de x par l'isomorphisme partiel porté par l'une des deux
arêtes (inverses l'une de l'autre) joignant es deux sommets. De plus, étant donné
une énumération des sommets de G, il n'est pas diile d'exhiber par réurrene un
domaine fondamental de S. Notons D1 l'espae borélien standard porté par le pre-
mier sommet : puisque le graphe G sous-jaent à Gip est un arbre, D1 ne renontre
au plus qu'une seule fois haque lasse de S. Pour tout k > 1, ayant onstruit une
partie borélienne Dk de la réunion des espaes boréliens standards portés par les k
premiers sommets de G qui ne renontre au plus qu'une seule fois haque lasse de S,
Dk+1 est par dénition la réunion de Dk et du omplémentaire du saturé de Dk dans
l'espae borélien standard porté par le sommet k+1 de G. La réunion roissante des
Dk est un domaine fondamental de ette relation.
Un arbre d'isomorphismes partiels Gip est dit enrainé s'il est muni d'un sommet,
appelé raine, dont l'espae borélien standard attahé soit un domaine fondamental
de ette relation d'équivalene borélienne. Notons que dans e as, l'isomorphisme
partiel porté par une arête dont le sommet origine est elui de ses deux sommets le
plus prohe de la raine est surjetif. Un tel arbre d'isomorphismes partiels enrainé
dénit naturellement un arboretum sur l'espae borélien standard Y porté par sa
raine. Si A est un hamp de graphes borélien sur X et Gip un arbre d'isomorphismes
partiels enrainé, une représentation de Gip dans A est la donnée d'un isomorphisme
d'espaes boréliens standards entre Y et une partie borélienne XY de X et d'un
isomorphisme χ entre l'arboretum déni parGip sur sa raine Y et un sous-arboretum
de la restrition de A à XY. On dit alors que χ est une représentation de G
ip
dans A
et que les images (par l'isomorphisme de représentation χ) des espaes boréliens
standards portés par les sommets et les arêtes de Gip sont des représentations dans A
de es espaes boréliens standards.
Étant donné une relation d'équivalene borélienneR sur X, onsidérons désormais
le as d'un R-hamp de graphes borélien A sur X. Si χ est une représentation d'un
arbre d'isomorphismes partiels enrainé Gip dans A, l'ation de R sur A donne
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naissane à des relations d'équivalene boréliennes sur les représentations dans A des
espaes boréliens standards de sommets et d'arêtes de Gip : e sont respetivement
les restritions de RA0 et RA1 . Une représentation de G
ip
dans A induit ainsi une
struture d'arbre de relations Gr sur Gip.
Via le fonteur d'oubli, à tout arbre de relations Gr est anoniquement assoié
un arbre d'isomorphismes partiels Gip. Nous dirons qu'un arbre de relations Gr est
enrainé si l'arbre d'isomorphismes partiels Gip sous-jaent à Gr l'est. Une représen-
tation d'un arbre de relations enrainé Gr dans A est une représentation χ de Gip
dans A telle que χ induise des isomorphismes de relations d'équivalene boréliennes
entre les relations d'équivalene boréliennes portées par les sommets et les arêtes de
Gr et les restritions deRA0 etRA1 aux représentations dans A des espaes boréliens
standards portés par les sommets et les arêtes de Gip.
Dénition 31 (Arboretum de représentants). Soit A un R-hamp de graphes bo-
rélien sur X. Un arboretum de représentants de l'ation de R sur A est la donnée
d'un arbre de relations enrainé Gr et d'une représentation χ de Gr dans A telle
que les RA0-saturés des représentations des espaes boréliens standards portés par les
sommets de Gr forment une partition de l'espae des sommets A0.
Remarque : Étant donné un relevé d'un arbre maximal de l'espae quotient d'une a-
tion d'un groupe sur un graphe onnexe, on dénit naturellement un arbre de groupes
en onsidérant les stabilisateurs des sommets et des arêtes de e relevé (f. [Ser77℄).
Un arboretum de représentants orrespond à une donnée analogue dans le as des
relations d'équivalene boréliennes.
Comme dans le as d'une ation quasi-libre sur un arboretum (f. prop. 17), on
démontre l'existene d'un arboretum de représentants pour toute ation de R sur un
arboretum A sur X.
Proposition 32. Pour tout R-arboretum A sur X, il existe un arboretum de repré-
sentants de l'ation de R sur A.
Démonstration : L'idée de la preuve de l'existene d'un arboretum de représentants
est essentiellement la même que dans le as des ations quasi-libres (f. prop. 17).
Dans la démonstration de la proposition 17, nous prenions soin à haque étape de
onsidérer des setions partielles de sommets (et don d'arêtes) dont les stabilisateurs
étaient triviaux, e qui était possible ar RA0 et RA1 étaient des relations d'équiva-
lene boréliennes lisses par hypothèse, pour ainsi onstruire un arbre d'isomorphismes
partiels. Dans le as général où RA0 et RA1 ne sont plus supposées lisses, il n'est plus
possible a priori d'assurer que les stabilisateurs des setions partielles hoisies soient
triviaux à haque étape de la onstrution. C'est ainsi que nous sommes ontraints
de passer des arbres d'isomorphismes partiels aux arbres de relations : le stabilisateur
d'une setion partielle de sommets ajoutée à l'étape n + 1 et le stabilisateur de la
setion partielle d'arêtes orrespondante dénissent des relations d'équivalene boré-
liennes portées par un sommet terminal attahé par une arête (et son arête opposée)
à l'arbre de relations onstruit à l'étape n.

Remarque : La première setion de sommets onstruite étant dénie sur un domaine
ompletA quelonque deR, on peut hoisirA = X ('est-à-dire une setion borélienne
s dénie sur tout X) et ainsi supposer que l'espae borélien standard portée par la
raine s'identie (via s) à X, e que nous ferons par la suite.
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Nous allons introduire une dernière notion, elle de désingularisation d'une ation.
Étant donné une ation d'une relation d'équivalene borélienne R sur un arboretum
A sur X, nous avons vu (prop. 32) l'existene d'un arboretum de représentants Gr
de ette ation mais ette notion n'  enode  pas toute l'information de l'ation de
R sur A dans le as général puisque les RA0 -saturés des représentations des espaes
boréliens standards portés par les arêtes de Gr ne reouvrent pas a priori l'espae
des arêtes A1.
Dénition 33 (Désingularisation d'une ation). Une désingularisation de l'ation
de R sur A est la donnée d'un graphe orienté de relations Gr ('est-à-dire de graphe
sous-jaent G orienté), d'un sous-arbre maximal enrainé Am de G et d'un isomor-
phisme partiel φa de [[R]] pour haque arête a de l'orientation de G n'appartenant
pas à Am tel que :
• l'arbre de relations enrainé Arm induit par G
r
sur Am soit un arboretum de
représentants de l'ation de R sur A tel que l'espae borélien standard porté par
la raine de Am s'identie à X (notons χ l'isomorphisme de représentation) ;
• pour toute arête a de l'orientation de G n'appartenant pas à Am, il existe une
setion partielle d'arêtes sa dénie sur la soure de φa, dont les sommets ori-
gines appartiennent à la représentation dans A de l'espae borélien standard
porté par le sommet origine de a et telle que les images par φa des sommets
terminaux appartiennent à la représentation dans A de l'espae borélien stan-
dard porté le sommet terminal de a. Comme pour les sommets, nous dirons
que l'image de ette setion partielle est une représentation de l'espae borélien
standard porté par l'arête ;
• pour toute arête a de l'orientation de G n'appartenant pas à Am, χ induit
un isomorphisme entre StabR(sa) identié à une sous-relation de Rχ(o(a)) et
l'image par le morphisme injetif assoié à a¯ de la relation d'équivalene bo-
rélienne portée par a¯ dans la relation d'équivalene borélienne portée par t(a¯),
ainsi qu'un isomorphisme entre φaStabR(sa)φ
−1
a identié à une sous-relation
de Rχ(t(a)) et l'image par le morphisme injetif assoié à a de la relation d'équi-
valene borélienne portée par a dans la relation d'équivalene borélienne portée
par t(a) ;
• les RA1-saturés des représentations des espaes boréliens standards portés par
les arêtes de Gr forment une partition de l'espae des arêtes A1.
Démontrons à présent l'existene d'une désingularisation pour toute ation d'une
relation d'équivalene borélienne sur un arboretum. Ce résultat d'existene est ana-
logue à la onstrution d'un graphe de groupes assoié à une ation d'un groupe sur
un arbre.
Théorème 34. Soit A un R-arboretum sur X. Alors il existe une désingularisation
de l'ation de R sur A.
Remarque 1 : Comme nous allons le voir dans la onstrution i-dessous, pour toute
arête a de l'orientation de G n'appartenant pas à Am, le graphe de l'isomorphisme
partiel φa ne renontre pas la diagonale de X×X.
Remarque 2 : Tout omme dans le as d'une ation d'un groupe sur un arbre, il n'y a
pas de désingularisation anonique et nous sommes amenés à faire de nombreux hoix
lors de notre onstrution. D'ailleurs il n'y a déjà pas de hoix anonique d'un graphe
sous-jaent à une désingularisation, ontrairement au as lassique où le graphe sous-
jaent est l'espae quotient de l'ation sans inversion du groupe sur l'arbre.
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Démonstration : La proposition 32 assure l'existene d'un arboretum de représen-
tants, 'est-à-dire un arbre de relations enrainé Arm et d'un isomorphisme de repré-
sentation χ de Arm dans A, tel que l'espae borélien standard porté par la raine
de Am s'identie à X. Ainsi les orbites sous l'ation de R des représentations des
espaes boréliens standards portés par les sommets de Arm forment une partition R-
invariante de l'espae des sommets A0. Désignons par C le omplémentaire dans A1
desR-orbites des représentations des espaes boréliens standards portés par les arêtes
de Arm. Si C est vide, alors A
r
m est déjà une désingularisation de l'ation de R sur A.
Sinon, la partie borélienne C′ de C onstituée des arêtes dont le sommet origine appar-
tient à l'arboretum de représentants est non vide ar les bres de A sont des graphes
onnexes et que R agit en préservant les distanes sur A0. Nous allons onstruire une
famille de setions partielles de C dont les saturés des images forment une partition
borélienne de C.
Soit P un sommet de Arm et s la setion partielle de sommets de A représentant
l'espae borélien standard porté par P. Pour tout sommet Q de Arm, onsidérons la
partie borélienne C(P,Q) de C onstituée des arêtes dont le sommet origine appartient
à l'image de s et dont le sommet terminal appartient au saturé de la représentation
de l'espae borélien standard porté par Q. Si C(P,Q) est non vide, 'est un espae bré
standard sur π(C(P,Q)) que nous pouvons exhauster d'après la remarque suivant le
lemme 10 à l'aide de setions partielles dont les saturés des images forment une parti-
tion borélienne de C(P,Q). Chaune de es setions partielles d'arêtes donne lieu à une
arête dans Arm entre les sommets P et Q. La relation d'équivalene borélienne Ra
induite par RA1 sur l'image de l'une de es setions partielles a de A
1
s'identie
naturellement à une sous-relation de la représentation de la relation d'équivalene
borélienne portée par P et, quitte à onsidérer une restrition de a à un domaine
omplet de son stabilisateur, Ra s'injete omme sous-relation de la relation d'équi-
valene borélienne portée par Q via un isomorphisme partiel de [[R]] qui envoie la
setion de sommets terminaux t(a) dans la représentation de l'arboretum de repré-
sentants.

Étant donné une désingularisation (Gr,Am, χ) de l'ation d'une relation d'équi-
valene borélienne R sur un arboretum A sur X, nous allons désormais démontrer
quelques propriétés de ette désingularisation. Rappelons que la représentation de
l'arboretum de représentants de l'ation de R sur A est un sous-arboretum de A
sur X et que l'isomorphisme partiel porté par une arête de Aipm dont le sommet ori-
gine est elui de ses deux sommets le plus prohe de la raine est surjetif. Enn,
rappelons que les relations d'équivalene boréliennes portées par les sommets de Gr
s'identient via χ à des sous-relations de R et qu'à haque arête a de l'orientation
de G n'appartenant pas à Am orrespond un isomorphisme partiel φa de [[R]]. On
dénit φa = φ
−1
a pour toute arête a de l'orientation de GrAm et, pour toute arête a
de Am, φa omme la restrition de l'identité de X sur la projetion dans X de la
représentation de l'espae borélien standard porté par le sommet origine de a.
Soit P et Q deux sommets adjaents dans l'arbre maximal Am et supposons que P
soit le plus prohe des deux du sommet raine. Identiées via χ à des sous-relations
de R sur les parties boréliennes XP ⊃ XQ de X, notons RP et RQ les relations
d'équivalene boréliennes portées par les sommets P et Q. De même, identiée à
une sous-relation de R dénie sur XQ, désignons par RP,Q la relation d'équivalene
borélienne portée par l'arête de Am joignant P à Q .
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Lemme 35. La relation d'équivalene borélienne engendrée par RP XQ et RQ sur XQ
est le produit amalgamé de RP XQ et RQ suivant la sous-relation RP,Q.
Démonstration : Considérons dans A les représentations des espaes boréliens stan-
dards portés par les sommets P et Q, ainsi que la représentation de l'espae borélien
standard porté par l'arête de Arm joignant P à Q ; ette dernière dénit sur XQ ⊂ X
une setion partielle d'arêtes s. Notons S la relation d'équivalene borélienne engen-
drée par RP XQ et RQ sur XQ et onsidérons l'orbite de l'image de s sous l'ation
de S. Par dénition de S, on obtient pour tout élément x de XQ un sous-arbre A
′
x
de Ax. Ainsi, S est une relation d'équivalene borélienne qui agit sur l'arboretum A
′
sur XQ, lequel possède une setion borélienne d'arêtes dont l'image est un domaine
omplet de SA′1 et tel que les saturés des setions boréliennes de sommets origines o(s)
et terminaux t(s) forment une partition bi-olorée de l'espae des sommets A
′0
. Le
résultat déoule alors du théorème 25.

Le lemme préédent s'étend sans diulté au as de deux sommets quelonques
distints. Pour ei, onsidérons la géodésique dans Arm joignant les deux sommets P
et Q et supposons que l'intersetion XP,Q ⊂ X des espaes boréliens standards portés
par es sommets ne soit pas vide. Désignons par RP,Q l'intersetion de toutes les
relations d'équivalene boréliennes portées par les arêtes de la géodésique joignant P
et Q.
Proposition 36. La relation d'équivalene borélienne S engendrée par RP XP,Q et
RQ XP,Q
sur XP,Q est le produit amalgamé de RP XP,Q et RQ XP,Q
suivant la sous-
relation RP,Q.
Démonstration : Nous allons proéder omme dans la démonstration du lemme préé-
dent : onsidérons les représentations dans A des espaes boréliens standards portés
par les sommets et les arêtes de la géodésique joignant P à Q dans Am. Partant du
sous-arboretum A′′ de la restrition de A à XP,Q, onsidèrons l'image de A
′′
sous
l'ation de la relation d'équivalene borélienne S. On obtient ainsi un S-arboretumA′
sur XP,Q. La ontration de A
′
suivant A′′ dans haque bre de XP,Q est une opé-
ration borélienne qui se prolonge par S-équivariane : on obtient alors un nouvel
S-arboretum sur XP,Q satisfaisant les onditions du théorème 25 et dont le stabilisa-
teur de la setion d'arêtes ainsi onstruite n'est autre que l'intersetion de toutes les
relations d'équivalene boréliennes portées par les arêtes de la géodésique joignant P
à Q.

Identiées via χ à des sous-relations de R, les relations d'équivalene boréliennes
portées par les sommets de G engendrent une sous-relation R′ de R dénie sur X.
Notons R′′ la sous-relation de R (a priori dénie sur une partie borélienne de X)
engendrée par les isomorphismes partiels φa portés par haune des arêtes a de G.
Nous allons désormais voir que R est engendrée par R′ et R′′.
Lemme 37. Soit x et y deux éléments R-équivalents de X.
1. (y, x) · A′x ∩ A
′
y 6= ∅ si et seulement si x et y sont RP-équivalents pour la
relation d'équivalene borélienne RP portée par un sommet P de G ;
2. le R′-saturé de A′ est un R′-arboretum ;
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3. (y, x) · [R′ · A′x] ∩
[
R′ · A′y
]
6= ∅ si et seulement si x et y sont R′-équivalents.
Dans e as on a en fait (y, x) · [R′ · A′x] =
[
R′ · A′y
]
.
Démonstration : Le point 1 est lair par dénition et le point 2 est une onséquene
direte de la onnexité dans haque bre déduite du point 1. On en déduit alors
diretement le point 3.

Proposition 38. 1. Toute relation d'équivalene borélienne RP portée par un
sommet P de G est d'intersetion triviale ave R′′ ;
2. R′′ est arborable.
Démonstration : Le point 1 est une onséquene du fait que les bres de A sont des
arbres et don ne ontiennent pas de iruit de longueur 1. On déduit du point 1 et
du point 1 du lemme 37 que les images par des ouples d'éléments R′′-équivalents
de A′ dans une bre donnée sont disjoints. Considérons dans haque bre l'enve-
loppe onvexe de tous es translatés, autrement dit, l'enveloppe onvexe duR′′-saturé
de A′. La ontration par R′′-équivariane suivant A′ donne un nouvel arboretum
sur lequel R′′ agit : le stabilisateur de la setion diagonale après ontration est tri-
vial. En eet, si x et y appartiennent au stabilisateur de la setion diagonale, alors
(y, x) · A′x est égal à A
′
y et on a déjà vu que ei implique x = y. On obtient na-
lement un R′′-arboretum dont une setion borélienne de sommets dénie sur X est
un domaine fondamental pour l'ation sur l'espae des sommets : il s'agit don d'une
ation lisse, e qui prouve l'arborabilité de R′′.

Lemme 39. Soit S une relation d'équivalene borélienne agissant sur un arboretum
B sur un espae borélien standard Y. Supposons qu'il existe une setion borélienne d
de sommets saturante de stabilisateur S ′. Si (sa)a∈A est une famille dénombrable de
setions partielles d'arêtes, dites extra-arêtes, telle que :
1. les sommets origines de es extra-arêtes appartiennent à d(Y) ;
2. pour haune de es setions d'arêtes sa dénie sur Aa, il existe un isomor-
phisme partiel φ : Aa −→ Ba de S tel que l'image des sommets terminaux de
sa(Aa) par φ soit exatement d(Ba) ;
3. la réunion de es extra-arêtes soit un domaine omplet de la relation d'équiva-
lene borélienne sur l'espae des arêtes,
alors S est engendrée par S ′ et S ′′, où S ′′ désigne la relation d'équivalene borélienne
engendrée par le L-graphage (φa)a∈A.
Démonstration : Soit x et y deux éléments S-équivalents de Y. Intéressons-nous à la
géodésique (de longueur k) joignant d(x) à l'image par (x, y) de d(y), et notons a1
la première arête de ette géodésique de sommet origine d(x). Si a1 est une extra-
arête, alors il existe un élément x1 de Y qui soit S
′′
-équivalent à x et tel que l'orbite
du sommet terminal de a1 ontienne d(x1). Puisque S agit sur B en préservant les
distanes, la longueur de la géodésique joignant d(x1) à l'image par (x1, y) de d(y) est
de longueur k − 1. Sinon, quitte à onsidérer un élément S ′-équivalent à x, on peut
supposer que a1 est l'image d'une extra-arête par un des isomorphismes partiels φa.
Dans e as, il existe x1 tel que l'image de d(x1) par φa soit exatement d(x) : là
enore, la longueur de la géodésique joignant d(x1) à l'image par (x1, y) de d(y) est
alors de longueur k − 1. Soit n un entier > 1. Étant donné 0 6 k 6 n − 1 et une
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suite d'éléments S-équivalents (x1, x2, . . . , xk) à x, l'argument préédent permet de
onlure que si la longueur de la géodésique joignant d(xn−k) à l'image par (xn−k, y)
de d(y) est de longueur n − k, alors, quitte à onsidérer d'abord un élément S ′-
équivalent, il existe un élément S ′′-équivalent xn−k−1 à xn−k tel que la longueur de
la géodésique d(xn−k−1) à l'image par (xn−k−1, y) de d(y) soit de longueur n−k− 1.
D'où le résultat.

Proposition 40. La relation d'équivalene borélienne R est engendrée par R′ et R′′.
Démonstration : Considèreons la ontration de A suivant leR′-saturé de A′. D'après
le point 2 du lemme 37, on obtient un R-arboretum satisfaisant aux hypothèses
du lemme préédent, le stabilisateur de la setion borélienne de sommets d étant
préisément R′ d'après le point 3 du même lemme.

2 Sous-relations d'un produit libre
Nous allons utiliser les résultats préédents pour étudier les sous-relations d'une
relation d'équivalene borélienne qui admet une déomposition en produit libre d'un
ensemble dénombrable de sous-relations. En théorie des groupes, le théorème de Ku-
rosh ([Kur56℄) assure qu'un sous-groupeH du produit libreG d'une famille de groupes
(Gz)z∈Z est isomorphe au produit libre de son intersetion ave des onjugués des Gz
onvenablement indexés et d'un sous-groupe libre de G. Nous obtenons un théorème
de déomposition (th. 42) dans le ontexte des relations d'équivalene boréliennes
pour les sous-relations d'un produit libre R = ⋆i∈IRi d'un ensemble dénombrable
de sous-relations Ri, ainsi que la struture d'une restrition de R à toute partie
borélienne Y de X (th. 44).
Dénition 41 (Produit amalgamé dénombrable). La relation d'équivalene boré-
lienne R sur X admet une déomposition en produit amalgamé dénombrable des sous-
relations Ri (i ∈ I) suivant la sous-relation ommune R
′
si R est engendrée par la
famille dénombrable des Ri et si, pour tout n-uplet (x1, x2, . . . , xn) d'éléments de X
tels que xn = x1 et (xk, xk+1) ∈ Rik , il existe 1 6 k 6 n− 1 tel que (xk, xk+1) ∈ R
′
.
Dans e as, on note
R = ⋆R′Ri.
En partiulier, si R′ est triviale dans la dénition préédente, on obtient la notion
de produit libre dénombrable de sous-relations.
Théorème 42. Soit R une relation d'équivalene borélienne sur X, produit libre
dénombrable de sous-relations Ri (i ∈ I). Alors
S = ⋆i∈I
(
⋆ki∈K(i)Ski
)
⋆ T ,
où, pour tout ki d'un ensemble dénombrable K(i), il existe un élément φki de [[R]]
déni sur une partie borélienne Aki de X tel que
Ski =
(
φ−1ki Ri φki (Aki )
φki
)
∩ S,
et où T est une sous-relation arborable de S. De plus, pour tout i de I, il existe ki
dans K(i) tels que
Aki = X et Ski = Ri ∩ S.
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Remarque : Le résultat préédent s'étend sans diulté supplémentaire au as d'un
produit amalgamé dénombrable de sous-relations Ri suivant une sous-relation om-
mune R′ sous l'hypothèse que l'intersetion de S ave toute onjuguée de R′ soit
lisse.
Démonstration : Commençons par déduire le as général du as partiulier d'un
produit libre de deux sous-relations R1 et R2. Donnons-nous un ordre sur I (indexé
par les entiers naturels non nuls, éventuellement un nombre ni si I est ni) et
ommençons par isoler le premier fateur dans la déomposition de R : on érit
ainsi R = R1 ⋆R′ R
′
2, où R
′
2 est le produit amalgamé des Ri restantes suivant R
′
.
On en déduit que S est le produit libre de son intersetion ave des R-onjuguées
de restritions de R1 et R
′
2 et d'une sous-relation arborable. On est ainsi amené à
s'intéresser à ertaines sous-relations de R′2 = R2 ⋆R′ R
′
3 (dont S ∩ R
′
2), où R2 est
le deuxième fateur dans la déomposition initiale de R et R′3 le produit amalgamé
des Ri restantes suivant R
′
. On applique à nouveau le théorème dans le as de deux
fateurs à ette sous-relation, e qui donne une déomposition faisant intervenir une
sous-relation arborable et des sous-relations de R-onjuguées de restritions de R2
et R′3. On ontinue ainsi la déomposition des sous-relations de R-onjuguées de
restritions des R′i apparaissant et, en utilisant un argument diagonal et le fait que
le produit libre de sous-relations arborables est enore arborable (f. prop. 20, le as
d'une innité dénombrable de fateurs étant analogue), on en déduit l'existene de
Ski et de T omme souhaitées telles que ⋆i∈I
(
⋆ki∈K(i)Ski
)
⋆ T soit une sous-relation
de S. Enn si deux éléments x et y de X sont S-équivalents, il existe un nombre ni
de Ri tel que (x, y) appartienne au produit libre dénombrable de es Ri, et don
(x, y) appartient à ⋆i∈I
(
⋆ki∈K(i)Ski
)
⋆ T .
Nous allons maintenant démontrer le as partiulier d'un produit libre de deux
sous-relations R1 et R2. Pour ela, onsidérons le R-arboretum anonique A assoié
à la déomposition en produit libre de R = R1 ⋆R2 (f. p. 14). Préisons une désin-
gularisation de l'ation de S (déduite de elle de R) sur A en suivant la onstrution
développée dans la démonstration de la proposition 32 et en utilisant la partition na-
turelle de l'espae des sommets de A en deux parties. Autrement dit, à haque étape
de la onstrution d'un arboretum de représentants (dont on note A′ sa représenta-
tion dans A), les setions partielles de sommets que l'on onsidère sont des setions
partielles de R/R1 ou de R/R2 et la première setion borélienne d'arêtes que l'on
hoisit est la diagonale de l'espae bré standard anonique des arêtes orientées. Or
nous avons déjà vu (f. rem. 2 de la prop. 5) que le stabilisateur d'une setion partielle
de R/Ri est stablement onjugué à la restrition de Ri à une partie borélienne de
X. Quitte à restreindre son domaine de dénition, on peut don supposer à haque
étape que le stabilisateur de la setion partielle de R/Ri onstruite soit onjugué à
une restrition de Ri et que le stabilisateur de la setion partielle d'arêtes ainsi déni
soit trivial : ei est possible ar l'ation de R est lisse sur l'espae des arêtes. Enn,
puisque la première setion borélienne d'arêtes onsidérée est la diagonale de R, on
en déduit que les deux premières setions de sommets sont les diagonales dR1 et dR2
de R/R1 et R/R2. Notons que e qui préède s'étend sans diulté supplémentaire
au as où R est le produit amalgamé de R1 et R2 suivant la sous-relation ommune
R3 sous l'hypothèse que l'intersetion de S ave toute onjuguée de R3 soit lisse.
En eet ette dernière hypothèse assure que S agisse quasi-librement sur le R-espae
bré standard R/R3.
Contratons A′ par R-équivariane : on se ramène ainsi au adre du lemme 39
sous l'hypothèse 3') plus forte qui assure que la réunion des extra-arêtes soit un
domaine fondamental de la relation d'équivalene borélienne sur l'espae des arêtes,
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e qui est une onséquene du fait que l'ation de R soit libre. Utilisant les notations
du lemme 39 et ompte tenu des propositions 36, 38 et 40, il ne reste plus qu'à voir
que S ′ et S ′′ sont des sous-relations en produit libre de S.
Commençons par remarquer que S ′ et S ′′ sont d'intersetion triviale. En eet,
si deux éléments x et y sont S ′-équivalents, alors le sommet d(x) a pour image le
sommet d(y) sous l'ation de (y, x) ; or si x et y sont S ′′-équivalents, par dénition,
un des sommets à distane 1 de d(x) est envoyé sur d(y). Si x 6= y était (S ′ ∩ S ′′)-
équivalents, on en déduirait alors un yle de longueur 1 attahé en d(y).
Remarque : Rappelons à présent que si on opère par un ouple d'éléments (t, φa(t))
où t appartient à la soure Aa de φa, ela signie qu'au-dessus de t, il existe une arête
du domaine fondamental dont le sommet origine est d(t) et que le sommet terminal
de ette arête est envoyé par (φa(t), t) sur d(φ(t)).
Soit v un sommet dans la bre de x. Notons a1 la première arête (de sommet
origine d(x)) de la géodésique reliant d(x) à v. Analysons les diérentes situations
possibles :
1. si on opère par un ouple d'éléments (x, y) de S ′, alors la distane de v à d(x)
dans la bre de x est préservée par l'ation de (y, x) ;
2. si on opère par un ouple d'éléments (x, φa(x)) pour un ertain φa :
• si a1 est l'extra-arête qui dénit φa (et don appartient au domaine fonda-
mental), alors la distane augmente de −1 ;
• si a1 n'est pas l'extra-arête qui dénit φa, alors la distane augmente de +1 ;
3. si on opère par un ouple d'éléments (x = φa(u), u) pour un ertain φa :
• si l'arête opposée de a1 est l'image de l'extra-arête qui dénit φa, alors la
distane augmente de −1 ;
• si l'arête opposée de a1 n'est pas l'image de l'extra-arête qui dénit φa, alors
la distane augmente de +1.
Supposons un mouvement de la forme : +1 suivi de −1. L'élément (φa(x), x) ·d(x)
est un élément à distane +1 de d(φa(x)). Considérons un mouvement de la forme −1
ave un ertain ψb ; d'après e qui préède, il s'agit des situations 2-point 1 et 3-
point 1. La situation 2-point 1 est impossible ar a1, qui est l'arête joignant d(φ(x))
à (φ(x), x) · d(x) est par dénition telle que son opposée est l'image d'une arête du
domaine fondamental : en partiulier, e n'est pas une extra-arête pouvant dénir ψb.
Don 3-point 1 est la seule possibilité et l'uniité due au domaine fondamental assure
alors ψb soit l'inverse de φa. Ainsi tout mouvement de la forme +1 suivi de −1 est
trivial, 'est-à-dire de la forme : x −→ φa(x) −→ x (onlusion 1).
Supposons un mouvement de la forme : +1 suivi de 0 suivi de −1. Les mêmes
arguments que i-dessus prouvent que ela est impossible, si le 0 orrespond à deux
points distints dans S ′ (onlusion 2).
Donnons-nous une suite de points (x1, x2, . . . , xn) ave xn = x1, suessivement S
′
ou S ′′-équivalents et étudions la distane à la setion d des images suessives du
sommet d(x0) sous l'ation de es ouples d'éléments. Appliquons les transformations
suessives de x1 à xn = x1, que l'on suppose être une suite réduite. La fontion
distane est une fontion à valeurs dans Z qui à haque étape avane de 0, d'un
entier positif ou d'un entier négatif, qui part de 0 et qui revient en 0 (les bres de B
sont des arbres). Ce qui préède (f. onlusion 1) assure qu'on se ramène alors à un
mouvement de la forme
0 −→ (+1 + 1 + 1 + 1) −→ 0 −→ (+1 + 1 + 1) −→ 0 −→ (−1− 1) −→ 0 −→ et.
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l'uplet étant toujours réduit si on regroupe haque parenthèse. Mais nous avons vu
(f. onlusion 2) que la distane ne fait que roître ou déroître stritement selon le
signe de la première valeur, e qui est absurde ar xn = x1.

Donnons à présent une deuxième appliation des résultats préédents onernant
la restrition de R = R1 ⋆ R2 à une partie borélienne A de X qui est un domaine
omplet deR1 etR2. On retrouve alors les résultats de Ioana-Peterson-Popa ([IPP05℄,
prop. 7.4.2) obtenus dans le adre mesuré.
Proposition 43. Soit R = R1 ⋆ R2 une relation d'équivalene borélienne sur X,
produit libre des sous-relations R1 et R2. Si A désigne un domaine omplet ommun
de R1 et R2, alors
R A = R1 A ⋆R2 A ⋆ T
où T est une sous-relation arborable de R.
Démonstration : Continuons de désigner par A le R-arboretum anonique assoié à
la déomposition de R. Considérons l'ation de R A sur la restrition de A à A. Par
hypothèse, l'image de A par dRi est un domaine omplet de RR/Ri et, par onsé-
quent, la réunion de dR1(A) et de dR2(A) est un domaine omplet de la restrition
de RA0 à l'espae des sommets de A A . La onstrution développée dans la démons-
tration de la proposition 32 donne une désingularisation de l'ation de R A sur A A
telle que le graphe de relations assoié ait exatement deux sommets portant les re-
lations d'équivalene boréliennes R1 A et R2 A et tel que les relations d'équivalene
boréliennes assoiées aux arêtes soient triviales. Les mêmes arguments que dans la
démonstration du théorème 42 permettent de onlure.

Formulons le as général (sans hypothèse sur A) pour un produit libre dénom-
brable de sous-relations. Puisque R A est une sous-relation de R, on peut en parti-
ulier appliquer le théorème préédent. Mais nous pouvons être plus préis enore.
Théorème 44. Soit R une relation d'équivalene borélienne sur X, produit libre
dénombrable de sous-relations Ri (i ∈ I) dénies sur des parties boréliennes Ai de X
telles que la réunion des Ai soit égale à X. Pour toute partie borélienne A de X, la
restrition R A de R à A admet une déomposition en produit libre dénombrable de
sous-relations de la forme
R A = ⋆i∈I
(
⋆ki∈K(i)Ski
)
⋆ T ,
où, pour tout ki de l'ensemble dénombrable K(i), il existe un élément φki de [[R]]
déni sur une partie borélienne Aki de X tel que
Ski = φ
−1
ki
Ri φki (Aki )
φki ,
et où T désigne une sous-relation arborable de R. De plus, pour tout i de I, la
réunion des Ri-saturés des buts φki (Aki) des φki forme une partition (dénombrable
et borélienne) du domaine de dénition Ai de Ri. Enn, pour tout i de I tel que
Ai ∩ A soit non vide, il existe ki dans K(i) tels que
Aki = Ai ∩ A et Ski = Ri Ai∩A .
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Démonstration : Le as général se déduit du as de deux fateurs omme dans la
démonstration du théorème 42. Désignant toujours par A le R-arboretum anonique
assoié à la déomposition de R = R1 ⋆ R2, onsidérons le R A -arboretum A A
et désingularisons l'ation de R A exatement omme dans la démonstration du
théorème 42 en utilisant la partition naturelle de l'espae des sommets de A en deux
parties ; la première setion borélienne d'arêtes que l'on hoisit est bien entendu
la restrition à A de la diagonale de l'espae bré standard anonique des arêtes
orientées, de sorte que les deux premières setions de sommets soient les restritions
dR1 A et dR2 A à A des diagonales dR1 et dR2 de R/R1 et R/R2.
Le seul point qu'il reste à voir est que, pour tout i de I, la réunion des Ri-
saturés des φki (Aki) forme une partition de Ai. Pour ela, rappelons que la réunion
des images dR1(X) et dR2(X) des diagonales dR1 et dR2 est un domaine omplet
de RA0 . Par suite, quitte à onsidérer sa restrition à un domaine omplet de son
R-stabilisateur, pour toute setion partielle s de sommets monohromes (de ouleur
l = 1, 2) de A A dénie sur une partie borélienne As de A, il existe un isomorphisme
partiel φs : As −→ Bs de [[R]] tel que l'image sous l'ation de φs de s(As) soit
exatement dRl(Bs). Si s et s
′
désignent deux telles setions de sommets de même
ouleur l dans la onstrution d'une désingularisation de l'ation de R A (f. dém.
prop. 32) , on en déduit que les RA0 -saturés de dRl(Bs) et dRl(Bs′) sont disjoints,
et par suite, que les Rl-saturés de Bs et Bs′ sont disjoints ar Rl est préisément le
R-stabilisateur de dRl .

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